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Rang matrice

Dijagonalne i trougaone matrice

a) Matrice oblike D =

⎡
⎢⎢⎢⎣

λ0 0 ... 0
0 λ1 ... 0
...

...
...

0 0 ... λd

⎤
⎥⎥⎥⎦ zovemo dijagonalne matrice i često

ih označavamo sa diag(λ0, λ1, ..., λd).
b) Glavna dijagonala kvadratne matrice su elementi koji se nalaze na

dijagonalnoj liniji koja počinje u gornjem lijevom uglu matrice a završava u
donjem desnom uglu. Za kvadratnu matricu kažemo da je trougaona matrica
ako su svi elementi iznad glavne dijagonale ili ispod glavne dijagonale jednaki
nula. Za kavadratnu matricu kažemo da je gornje-trougaona matrica ako su
svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nula. Za kvadratnu matricu
kažemo da je donje-trougaona matrica ako su svi elementi iznad glavne
dijagonale jednaki nuli. �

Inverzna matrica
Za datu kvadratnu matricu An×n, matricu Bn×n koja zadovoljava uslov

AB = I i BA = I

zovemo inverz od A i označavamo sa B = A−1. Nisu sve kvadratne matrice
invertibilne - nula matrica je trivijalni primjer, i postoji veliki broj nenula
matrica koje nisu invertibilne. Za invertibilnu matricu kažemo da je
nesingularna, a za kvadratnu matricu koja nema inverznu matricu kažemo da
je singularna matrica. �

Saglasan i nesaglasan sistem
Za sistem od m linearnih jednačina sa n nepoznatih kažemo da je

saglasan sistem ako posjeduje bar jedno rješenje. Ako sistem nema rješenja,
tada za sistem kažemo da je nesaglasan sistem. �

Elementarne red (kolona) operacije
Elementarne red (kolona) operacije su:
(i) Zamjena mjesta redova (kolona) i i j.
(ii) Množenje reda (kolone) i sa α �= 0.
(iii) Dodavanje reda (kolone) i pomnožene nekim brojem redu (koloni) j. �

23

Ekvivalencija
(i) Kadgod matricu B možemo dobiti iz matrice A kombinacijom

elementarnih red ili kolona operacija, pǐsemo A ∼ B, i kažemo da su A i B
ekvivalentne matrice. S obzirom da su elementarne red i kolona operacije u
stvari množenje redom sa lijeve i desne strane elementarnim matricama može
se dokazati da

A ∼ B ⇔ PAQ = B za nesingularne P i Q

(ii) Kadgod se matrica B može dobiti iz matrice A primjenjujući samo red

operacije, pǐsemo A
red∼ B, i kažemo da su matrice A i B red ekvivalentne.

Drugim riječima

A
red∼ B ⇔ PA = B za nesingularnu P.

(iii) Kad god se matrica B može dobiti iz matrice A primjenjujući samo niz

uzastopnih kolona operacija, pǐsemo A
kol∼ B, i kažemo da su matrice A i B

kolona ekvivalentne. Drugim riječima

A
kol∼ B ⇔ AQ = B za nesingularnu Q.

�

Red ešelon oblik
Za m× n matricu E, sa redovima Ei∗ i kolonama E∗j, kažemo da je u red

ešelon obliku ako sljedeća dva uslova vrijede:
(a) Ako su svi elementi reda Ei∗ jenaki nuli, tada su i svi elementi u

redovima ispod Ei∗ jednaki nuli, tj. svi nula redovi su na dnu matrice.
(b) Ako se prvi nenula elemenat u Ei∗ nalazi na jtoj poziciji, tada su svi

elementi ispod i-te pozicije u kolonama E∗1, E∗2,...,E∗j nule.
Ova dva uslova kažu da nenula elementi u ešelon obliku moraju ležati na ili

iznad glavne linije stepenica čiji je početak u gornjem lijevom uglu matrice i
postepeno pada prema dole desno. Pivoti su prvi nenula elementi u ešelon
redovima. Tipična struktura za matricu koja je u red ešelon obliku je
ilustrirana ispod, gdje su pivoti zaokruženi.

�
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Granična vrijednost Granična vrijednost Granična vrijednost Granična vrijednost funkcijefunkcijefunkcijefunkcije    
 
 

Neka je data realna funkcijaNeka je data realna funkcijaNeka je data realna funkcijaNeka je data realna funkcija ;: RRf →→→→     
Pojam granične vrijednosti funkcijePojam granične vrijednosti funkcijePojam granične vrijednosti funkcijePojam granične vrijednosti funkcije        
Za nekZa nekZa nekZa nekuuuu    funkciju funkciju funkciju funkciju (((( ))))xfy ====     kažemo da ima graničnu vrijednostkažemo da ima graničnu vrijednostkažemo da ima graničnu vrijednostkažemo da ima graničnu vrijednost A A A A    u u u u 
tački a tački a tački a tački a ako ako ako ako jejejeje    
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ZADACIZADACIZADACIZADACI    

1.1.1.1. NaćiNaćiNaćiNaći::::     
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2.2.2.2. Naći:Naći:Naći:Naći:    
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3.3.3.3. Naći:Naći:Naći:Naći:    
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4.4.4.4. Naći:Naći:Naći:Naći:        
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5.5.5.5. NaćiNaćiNaćiNaći    

x
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3
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3
3

6
6

sin4

6
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3sin4
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6.6.6.6. NaćiNaćiNaćiNaći    
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7.7.7.7. Naći:Naći:Naći:Naći:    
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8.8.8.8. NaćiNaćiNaćiNaći    

x

x x
tgx sin

1

0 sin1
1lim ⎟⎟⎟⎟

⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛
++++
++++

→→→→
    

RješenjeRješenjeRješenjeRješenje    

1eee
xsin1
tgxxsin1lim

xsin1
tgxxsin1lim

xsin1
tgxxsinxsin1lim

xsin1
tgx1lim

0xsin1
xcos
11

lim
xsin
1

.
xsin1
tgxxsin

lim
xsin
1.

xsin1
tgxxsin

tgxxsin
xsin1

0x

xsin
1

0x

xsin
1

0x

xsin
1

0x

0x0x ================
⎥⎥⎥⎥
⎥⎥⎥⎥
⎥⎥⎥⎥

⎦⎦⎦⎦

⎤⎤⎤⎤

⎢⎢⎢⎢
⎢⎢⎢⎢
⎢⎢⎢⎢

⎣⎣⎣⎣

⎡⎡⎡⎡
⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

++++
−−−−

−−−−

====⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

++++
−−−−

−−−−====⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

++++
++++−−−−++++

====⎟⎟⎟⎟
⎠⎠⎠⎠
⎞⎞⎞⎞

⎜⎜⎜⎜
⎝⎝⎝⎝
⎛⎛⎛⎛

++++
++++

++++

−−−−
−−−−

++++
−−−−

−−−−
++++
−−−−

−−−−
++++

→→→→

→→→→→→→→→→→→

→→→→→→→→

    

******moguće su štamparske greške************moguće su štamparske greške************moguće su štamparske greške************moguće su štamparske greške******    

104



2 2 2 2

2 2 2

3 1
13 1 ( 3 1) / 1

225.  lim lim lim .
12 (2 ) / 22

x x x

x x x x x x x
x x x x x

x

4 2 4 2 4 2 3

4 3 4 3 4

4

5 7
33 5 7 (3 5 7 ) /

226.  lim lim lim 3.
1 55 ( 5) / 1

x x x

x x x x x x x x x
x x x x x

x x

2 2 3 2 3

3 3 3

2 3

5 1 3
5 3 (5 3) / 0

227.  lim lim lim 0.
2 43 2 4 (3 2 4) / 33

x x x

x x x x x x x x
x x x x x

x x

4 3 2 4 3 2 4 2

3 2 3 2 4

2 4

2 1
66 2 (6 2 ) / 6

228.  lim lim lim .
2 1 32 3 (2 3) / 0x x x

x x x x x x x x x
x x x x x

x x x

2 2
2

1
2 ( 2 ) /

229.  lim lim lim 1.
11 ( 1) / 1

x x x

x x x x x x
x x x

x

2 2
1

1 1
( ) / 1 1

230.  lim lim lim 1.
32 3 (2 3) / 22

x x x

x x x x x x x x
x x x

x

2 24 4

2 24 4

4
2

4
2

3 3 1 [ 3 3 1] /
231.  lim lim

2 4 5 [2 4 5] /

3 3 1
1 1

1 1 2
     lim .

2 1 34 5
2 1 1

x x

x

x x x x x x x
x x x x x

x x x

x x

5 55 3 5 3

3 33 2 2 3 2 2

5
2 5

3
3 2

2 4 (3 4) [ 2 4 (3 4)] /
232.  lim lim

4 1 [ 4 1]/

2 4 4
1 3

1 3 4
     lim 2.

1 1 21 4 1
1 1

x x

x

x x x x x x x
x x x x x x x

x x x

x x x

105

22 2

2

( ) 2( )2 2
233.  lim | ( ) | lim lim

1 1 1

2
1

( 2 ) /
       lim lim 1.

1( 1) / 1

x x x

x x

x xx x x xx x
x x x

x x x x
x x

x

22

2 2

( ) ( ) 3( )3
234.  lim | ( ) | lim

2 1 2( ) 1

3
1 1

3 [ 3 ] / 1 1
       lim  lim lim 1.

12 1 [ 2 1] / 22

x x

x x x

x x xx x x x x
x x

x x x x x x x x
x x x

x

ZADACI  ZA VJEŽBU 

3 2

3 2

2 1
235.  lim .

2 4x

x x
x x

2

3 2

4 10
236.  lim .

1x

x x
x x

2

2

2 1
237.  lim .

3 7x

x x x
x x

2

2

2 1
238.  lim .

3 7x

x x x
x x

3 3

2

2 4 1
239.  lim .

2 3x

x x x
x x x

3 3

2

2 4 1
240.  lim .

2 3x

x x x
x x x

32 3 2

2

4 5 1 7
241.  lim .

3 4 2 5x

x x x x
x x x

106



32 3 2

2

4 5 1 7
242.  lim .

3 4 2 5x

x x x x
x x x

RJEŠENJA

235.   2.R 236.   0.R 3
237.   .

4
R 1

238.   .
2

R 5
239.   .

3
R 240.   5.R

5
241.   .

4
R 3

242.   .
2

R

4.2 NEODRE ENI  OBLIK 

U ovoj to ki emo ra unati limese funkcija kod kojih se nakon uvrštavanja x  pojavljuje 
neodre eni oblik . U tom slu aju je potrebno danu funkciju transformirati raznim 
“trikovima” (racionaliziranje, faktoriziranje, itd.) na oblik , te nastaviti u smislu prelaza sa 

beskona no velikih na kona ne i proizvoljno male veli ine (dijeljenje brojnika i nazivnika sa 
najve om potencijom), što je objašnjeno u prethodnom poglavlju. 

RJEŠENI  PRIMJERI 

U slijede im zadacima izra unati limese funkcija. 
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4.3 NEODRE ENI  OBLIK 1

U ovoj to ki ra unamo limese funkcija oblika )()( xgxfy  kod kojih nakon uvrštavanja 

x  dobivamo oblik 1 . Osim svojstava limesa, nabrojanih na po etku ovog poglavlja, 
koristit emo važan identitet: 

.)
1

1(lim e
x
x

x

Nadalje, treba primijeniti odre ene «trikove» pomo u kojih se dani oblik )()( xgxfy

transformira na eksponencijalni oblik  e , pa potom u eksponentu primijeniti rješavanje 
oblika  s po etka ovog poglavlja. 

RJEŠENI  PRIMJERI 

U slijede im zadacima izra unati limese funkcija. 
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