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* Grani¢na vrijednost funkcije. Jednostrani limesi. 92
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* 70 ispitnih zadataka za vjezbu podjeljenih po oblastima - detaljno raspisana rjeSenja
ovih zadataka mozete skinuti sa stranice pf.unze.ba\nabokov\za_vjezbu 403

Literatura za dodatno istraZivanje:

* Matematika I za ekonomiste; Ze¢i¢, Huskanovi¢, Alajbegovié¢

¢ Zbirka zadataka iz vise Matematike; Us¢umlié¢, Mili¢ié¢

* Zadaci i rijeSeni primjeri iz vise matematike s primjenom na tehni¢ke nauke; Demidovié¢
¢ Zbirka zadataka iz Matematike; Stojanovi¢

o Zbirka zadataka iz Matematicke analize; Berman

(sveska je skinuta sa stranice pf.unze.ba\nabokov)
(za uocene greske pisati na infoarrt@gmail.com)



Dio tablice izvoda

'1) (c) =0; 2) (u+v—w) =u"+0v' -0
3) (uv) =u'vt-v'y; 3a) (cu) =cu’;
R RO
46) (‘fT) =—%v- 5) {x") =nx""1;
6) (sin x)’ =cosx; 7) {cosx)'=—sinx; Dio tablice integrala
8) (tg x)’ =secix; 9) (ctg x)’ = — cosec?x.
1. Su"du:z:; -1. 7. Scosec’udu=—ctgu+c.
5) (4™)' =nu"=1.4'; 8) (tg u) =sectu.u’: 9 (utdye {88 C8 4 _dy 1 u
6} (sinu)’ =cosu-u'; 9) (Ctgu)'——-—cosec;u-u'. S“ “ 5« ju *= 8. Su=+aﬂ_ z gy +C.
7) (cosu) =—sinu-u’; =In|u|+C.
- _
. 3. \a"du=—+4C; \ efdu= 9 \ — =2 +cC.
10) (a%)' =a“Ilna-u’; 1) (logu) ="—‘J loge; £8'+C. Ing S E“ @ u+ta
10a) (e¥) =e"u’; 12) (lnu) == 4.jsinudu=--cosu+c. 10. fyaj%f_?ﬂmsm% +C.
x . ! —_l .
106) (¢*) =aIna; 116) (log )" = loge: 5.jcosudu=sin u+C. 11. jV_‘::-—.—_-
i a
108) () =e*: 1B) (Inx) = pa—
=In|u+VuFa +C.
6. { sectudu=tgu+C.
H ’ u' . .
12) (arc sin u) =m: 12a) (arc sin x) ZV_IL—T’;
13) (arccosu _“'__ 13 R S
) = y — a) {arccosx) = =
14) (arctgu) = 1+ 31’ 14a) (arctgx}'=l__|l_?;
- — . r l.
15) (arcctgu)’ m‘s, 15a) (arcctgx) = — I3
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Rang matrice

Dijagonalne i trougaone matrice

MO0 ... 0
) ) 0 N\ ... 0 . Lo
a) Matrice oblike D = o . | zovemo dijagonalne matrice i ¢esto
0 0 ... Ag

ih oznacavamo sa diag(Ag, A, .., Ag)-
b) Glavna dijagonala kvadratne matrice su elementi koji se nalaze na
dijagonalnoj liniji koja pocinje u gornjem lijevom uglu matrice a zavrsava u

donjem desnom uglu. Za kvadratnu matricu kazemo da je trougaona matrica
ako su svi elementi iznad glavne dijagonale ili ispod glavne dijagonale jednaki
nula. Za kavadratnu matricu kazemo da je gornje-trougaona matrica ako su
svi elementi ispod glavne dijagonale jednaki nula. Za kvadratnu matricu
kazemo da je donje-trougaona matrica ako su svi elementi iznad glavne
dijagonale jednaki nuli. o

Inverzna matrica
Za datu kvadratnu matricu A, x,, matricu B, «, koja zadovoljava uslov

AB=1 1 BA=1

zovemo inverz od A i oznacavamo sa B = A~!. Nisu sve kvadratne matrice
invertibilne - nula matrica je trivijalni primjer, i postoji veliki broj nenula
matrica koje nisu invertibilne. Za invertibilnu matricu kazemo da je
nesingularna, a za kvadratnu matricu koja nema inverznu matricu kazemo da
je singularna matrica. o

Saglasan i nesaglasan sistem

Za sistem od m linearnih jednacina sa n nepoznatih kazemo da je
saglasan sistem ako posjeduje bar jedno rjesenje. Ako sistem nema rjesenja,
tada za sistem kazemo da je nesaglasan sistem. o

Elementarne red (kolona) operacije
Elementarne red (kolona) operacije su:
(i) Zamjena mjesta redova (kolona) 7 i j.
(ii) Mnozenje reda (kolone) i sa a # 0.
(iii) Dodavanje reda (kolone) ¢ pomnozene nekim brojem redu (koloni) j. ©
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Ekvivalencija

(i) Kadgod matricu B mozemo dobiti iz matrice A kombinacijom
elementarnih red ili kolona operacija, pisSemo A ~ B, i kazemo da su Ai B
ekvivalentne matrice. S obzirom da su elementarne red i kolona operacije u
stvari mnozenje redom sa lijeve i desne strane elementarnim matricama moze
se dokazati da

A~B < PAQ = B za nesingularne P i Q

(ii) Kadgod se matrica B moze dobiti iz matrice A primjenjujuéi samo red
.. . red . . . . .
operacije, pisemo A ~ B, i kazemo da su matrice A 1 B red ekvivalentne.
Drugim rije¢ima

red

A~ B <& PA= B zanesingularnu P.

(iii) Kad god se matrica B moze dobiti iz matrice A primjenjujuéi samo niz
. .. . kol . . . .
uzastopnih kolona operacija, piSemo A ~ B, i kazemo da su matrice A1 B
kolona ekvivalentne. Drugim rije¢ima

A% B & AQ = B za nesingularnu Q.

Red eselon oblik

Za m x n matricu I, sa redovima Fj, i kolonama FE.;, kazemo da je u red
eSelon obliku ako sljedeca dva uslova vrijede:

(a) Ako su svi elementi reda E;, jenaki nuli, tada su i svi elementi u
redovima ispod F;, jednaki nuli, tj. svi nula redovi su na dnu matrice.

(b) Ako se prvi nenula elemenat u E;, nalazi na jtoj poziciji, tada su svi
elementi ispod i-te pozicije u kolonama F,q, F,o,...,E,; nule.

Ova dva uslova kazu da nenula elementi u eselon obliku moraju lezati na ili
postepeno pada prema dole desno. Pivoti su prvi nenula elementi u eselon
redovima. Tipi¢na struktura za matricu koja je u red eselon obliku je
ilustrirana ispod, gdje su pivoti zaokruzeni.

® * * * ko ok * *
70”””0”1 @ * % % % %
0 0 m(j"_il ® * * * *
0 0 0 0 0O0[®» =
0 0 0 0 00 0 0
0 0 O 0O 00 0 O
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Rang matrice

Pretpostavimo da je matrica A,,x, pomocu red operacija svedena na red 2. 0 A+2
eselon oblik F. Rang matrice A se definiSe kao broj :
g matrice A x Tt Ay T4 44 AT el [£ 1 1 A7) gy
rang(A) = broj pivota 2 83 4 A4 |[A_k[13 2 4 ~_ |24 3 2| =Y
= broj nenula redova u F 3y o Aty O 4 3 At O 4 3 Ay

= broj osnovnih kolona u A
gdje su osnovne kolone od A definisane kao one kolone u A koje sadrze pivot ~ 'o{ ;’{ 1 ; QLO j¢ A=0 6*101 Yay [A‘)

ako e Ato =k /c raeg(4) =3

pozicije. o

Reducirani red eSelon oblik

Za matricu E,,«, kazemo da je u reduciranom red eselon obliku ako su @ .
. . . " V
sljedeéa tri uslova ispunjena. v "’Vti"O&{t o /oavamel{w xel OJ"@C/‘({Q c’vf el ce
(i) E je u red eselon obliku. 4 4 4
(ii) Prvi nenula elemenat u svakom redu (tj. svaki pivot) je 1. A'— 1 ’\1 AT
(iii) Sve vrijednosti iznad svakog pivota su 0. T A% A
Tipi¢na struktura za matricu u reduciranom red eselon obliku je ilustrirana ] )
ispod, gdje elementi oznaceni sa * mogu biti ili nula ili nenula brojevi: J 4 1 {L U, _,2 4 1 A i (47, +” (A—) 0 4 4 RN
® * 0 0 * x 0 = 14 A A - (4 1
{0 ‘N | O 1 A 04/\4’\/ O’fA/{’\rolM.{s
0 0 @ 0 * x 0 =* AT A ”’ ’Q o ,‘4A4 ”’e[M) k
000 @ «x 0 2 0 0 -tf+4| o 0 a
0 0 0 0 00 Q@ = : a,.. =A% 2k
000 000 0 0 Matrica <c ne woze vt /,,,/fJao{{q\,,{ Gilucs /“ﬂ”
0 0 O 0O 00 O0 O 'Z = JL’ 4 % 4
o =% =0 0°(Cew , 0 4 4 =) r‘f"v\r =
. 60 o 0
-. T A= 2 imawo 4 ¢ 4
//3 chvec([z,[,‘ Yau wer I["»‘(c: Oo ; ’t')’( -7 ”(‘1_7’4 2
R 2 : _ _
a 9 AP 24| Ty |2 A 324 ” _// 2 4324 0*”119{ Ngwua 508 \(’/L( ¢ A=A ZQ\F%O
) 4—244¥”¢\,’£‘20045-4 ~ALN0 0 -2 5 | rag(M)= / /444 . .
= ' . ) = 2
M=y 4 18 2l lo 0211 looos_ 4 =3 & A=A Asaaa | = m‘qfllc//, izaﬂéog
4 11
' R.
b y ) A -2 0 2 1 =2 o 2 .
. ) ‘02 _4‘3 zé 'lke/{t -4 0o A 3 M o =2 4§ /Ik(—'/// UOJYLA/IW\ s(’/bra%ev,w@, ((.K éaJ j‘t A’FO A4 2, /\’ﬁJ) fﬂij’ 5
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Iaverzna  matrica
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=== x> (=x)[=lim =

xo—o - Dx+1 ¥ 2(—x)+1
“1- 1_2
. —x—x*=3x . [mx—~Ix"=3x]/x . x —1-1
=1lim =lim =lim = =1.
oo Dy +1] o [2x+1]/x ¥ _2+l -2
X

» ZADACI ZA VJEZBU

32
235. lim M
xom x4 2x% —4

2
236, lim X —**+10,
x>0 x4 x° =1

. 2x—l+x*—x
237, lim—————.
e 3y 4xt+7

o 2x—l+vx'—x
238, lim ——A——.
= 3x4axT+7

33 _ B
239, 1imw

= o Xt +3x+x

3/.3 _ _
240, i VX —2x+ax—1

xX—>—0 2 x2+3x+x

241, 1im 4l —5x+1 432 + 22 —7
A 3x+4+\/x —2x+5

106



242 lim4 \/x —5x+1+\/x +x* —7
o 3x+4+\/x —2x+5

» RIJESENJA

3

. R238. 2
4

R235. 2. R236. 0. R237. % R239. R240. -5.
R241. 2 R242. —3.
4 2

» 4.2 NEODREDENI OBLIK » -«

U ovoj tocki ¢emo racunati limese funkcija kod kojih se nakon uvr§tavanja x =co pojavljuje
neodredeni oblik w-o. U tom slucaju je potrebno danu funkciju transformirati raznim
“trikovima” (racionaliziranje, faktoriziranje, itd.) na oblik %, te nastaviti u smislu prelaza sa

beskonacno velikih na konacne i proizvoljno male veli¢ine (dijeljenje brojnika i nazivnika sa

najvec¢om potencijom), $to je objasnjeno u prethodnom poglavlju.

> RIJESENI PRIMJERI

U slijede¢im zadacima izraCunati limese funkcija.

243, 1im(f—\/x—3):hm(\/—_m)ﬁ;/\/x—3 lim x+ic/+33_
X—>00 X—>00 x x— ¥—>00 X X

=lim—————=0.

X—0 x_;’_l

24, lim(r 7 ) =lim(e P Frr VTt
x>0 x+m

4

2 2 Ty

ST . S A . [ S AN
Y S S N S ST ”wl+\/1—3+
X X
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245, lim(/x* —4 —/x? —2x+5)—11m(\/x —4-/¥*—2x+5)

x—00

—4-x*+2x-5

=1lim :w—hm

H°°\/x —4+4/x>—2x+5

2_,
X 2

=lim

X—0 4 2 5 :m
-+, /1-—+—
X X X

=4+ —2x+5
NN R
(2x-9)/x

7 [ —4 e —2x+5)/x

=1.

| =y

246. lim

o Jx(x=3 - \/x+4) H°°\/7(\/x 3- \/x+4)«/x 3+/x+4

s T e
=1lim ———hm
xﬁwf(x 3—x— 4) 7 x—>w
=——l [Wx=3+x+4]/v/x
700 Jx 1x

247. lim(x+vVx*—x+2)= |x—> (-x)|

X—>—0

1

=i [1—— 142 ]_—

x~>oo

= lim [(-2)+(-0)" = (=) +2] =

= lim[—x + Vx> +x+ ]—hm[ X+VxE+x+2 ]w

X—00

=Xt x+2
=lim—F—————=2=1im

X+VX+x+2

(x+2)/x

20 eyt x+2
1+g

i L

1
oo 1+1 2
1+ 1+l+£2
X X

» ZADACI ZA VIEZBU

248. lim (x++/x* =3x+1).

xX——0

249. lim(Vx® —3x+1-x).

x—00

250. lim(\/x2 +x+1 —\/x2 +5x).

X"°°[x+\/x +x+2]/x
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: 3/.3 2 X
251. )lcl_r)rslo(x—\/x +2x"-1). )55, lim( X j 1 —lim
x—o\ x+4 X*)oc(
252, lim(¥x* +x° =2 —¥x* — % +3x).
256. lim(

> RIJESENJA

3 3 2 !

R248. R249. - R250. -2. R251. ——. R252. —. RN o
2 3 4 257, lim( : j = 1" =lim
X—0 x
> 43 NEODREDENI OBLIK 1* 958, hm(x—3j” o
x—o\ x4 1 X0
U ovoj togki radunamo limese funkcija oblika y = f(x)¥* kod kojih nakon uvritavanja HED
x =00 dobivamo oblik 1”. Osim svojstava limesa, nabrojanih na pocetku ovog poglavlja, = 122[“’ . j =
koristit ¢emo vazan identitet:
. 1., . (x-a) .
lim(1+—)" =e. 259. lim =1 =lim
X—0 X x|y — X
=l
. e . , .. . . g(x) :llm 1+—
Nadalje, treba primijeniti odredene «trikove» pomocu kojih se dani oblik y= f(x) e xb

transformira na eksponencijalni oblik e, pa potom u eksponentu primijeniti rjeSavanje
oblika 2 s pocetka ovog poglavlja.

> RIESENI PRIMJERI > ZADACI ZA VIEZBU

.. . L L . 20x
U slijede¢im zadacima izraCunati limese funkcija. C(Ax+2
260. lim
. . . 5 X0 [x — 1
253, lim(x+3j -1 = 1im(1+3) - lim(1+lj : lim(1+lJ .
X—>0 X X—>0 X X—>0 % xX—>%0 % 3

261. lim

254, lim(“aj =1°°=11m[1+3j :nm(nlj =1im[1+l
X—>0 X X0 X X—>00 X X—>00 i

a

2 X
N 262. lim| ———| .
. s ool x74+3x-1
{1+—] =e’.
( x

X
a

= lim

x—>00

263. lim
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